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Abstrak— Enam metode volume volume hingga diuji unjuk kerjanya dalam menyelesaikan 

persamaan Burgers. Keenam metode tersebut adalah metode upwind non-konservatif, upwind 

konservatif, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, MacCormack, dan Godunov. Dari perbandingan hasil 

simulasi, diperoleh bahwa metode upwind konservatif mempunyai unjuk kerja paling baik dalam 

menyelesaikan persamaan Burgers. 
 

Kata Kunci— metode volume hingga, persamaan Burgers, unjuk kerja 

 

 

I. PENDAHULUAN 

ersamaan Burgers merupakan bentuk sederhana dari sistem persamaan Navier-Stokes yang 
masih memuat unsur nonlinear dan unsur advektif gelombang [1]. Persamaan Navier-Stokes 

banyak diterapkan dalam dinamika fluida, baik fluida cair maupun gas [2-3]. Oleh sebab itu, 
untuk menyelesaikan sistem persamaan Navier-Stokes yang rumit, bisa dimulai dari mencari 
metode yang tepat untuk menyelesaikan persamaan Burgers.  

 Beberapa peneliti telah berusaha mempelajari dan menerapkan persamaan Burgers dalam 
berbagai masalah terkait metode numeris [4-8]. Beberapa buku teks juga menyajikan beberapa 
metode volume hingga untuk bisa diterapkan dalam penyelesaian persamaan diferensial 
hiperbolik, termasuk persamaan Burgers [9-10]. Literatur mengindikasikan bahwa metode 
volume hingga mempunyai potensi yang baik untuk dapat digunakan dalam menyelesaikan 
persamaan Navier-Stokes. Oleh sebab itu, makalah ini akan menguji beberapa metode volume 
hingga standar untuk menyelesaikan persamaan Burgers, sebagai bentuk paling sederhana 
nonlinear dari sistem persamaan Navier-Stokes. 

 Makalah ini akan mempunyai dua bagian inti, yaitu bagian model dan metode serta bagian 
hasil simulasi. Makalah akan ditutup dengan beberapa kalimat simpulan. 

 
   

II. MODEL DAN METODE 

Model (persamaan) Burgers yang akan digunakan sebagai kasus uji dalam makalah ini 

berbentuk 
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(1) 

Persamaan ini disebut pula sebagai persamaan Burgers inviscid, karena tidak memuat suku 

viskos. Persamaan (1) disebut sebagai persamaan Burgers (inviscid) bentuk konservatif. 
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 Dalam makalah ini kasus uji persamaan Burgers (1), yang dilengkapi nilai awal dan 

syarat batas, akan diselesaikan menggunakan beberapa metode volume hingga. Selanjutnya 

unjuk kerja beberapa motode volume hingga tersebut akan diamati. Terdapat enam metode 

volume hingga yang akan diuji, yaitu metode volume hingga berjenis: upwind non-konservatif, 

upwind konservatif, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, MacCormack, dan Godunov. 

 

A. Metode Volume Hingga Upwind Non-Konservatif 

Untuk kasus fungsi ),( txu  yang terdiferensial, persamaan Burgers (1) dapat ditulis menjadi  

.0 xt uuu  (2) 

Persamaan (2) merupakan persamaan Burgers bentuk non-konservatif. 

Dengan mengasumsikan diskritisasi seragam baik terhadap ruang dan waktu, dengan langkah 

ruang dinotasikan x  dan langkah waktu dinotasikan t , diperoleh ruang diskrit xjxx j  0  

dan waktu diskrit tnttn  0 . Menggunakan kerangka metode volume hingga, digunakan 

notasi ),( n
j

n
j txuU  . Metode volume hingga non-konservatif berbentuk 
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B. Metode Volume Hingga Upwind Konservatif 

Metode volume hingga upwind konservatif berbentuk 
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dengan 2/)( 2uuf   untuk persamaan Burgers (1).
 

 

C. Metode Volume Hingga Lax-Friedrichs 

Metode Lax-Friedrichs nonlinear mengambil bentuk 
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dengan 2/)( 2uuf   untuk persamaan Burgers (1). 

 

D. Metode Volume Hingga Lax-Wendroff 

     Metode Lax-Wendroff untuk persamaan 0)(  xt uuAu  mempunyai bentuk 
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dengan )()( ufuA  , maka bentuk konservatif dari Lax-Wendroff untuk 0)(  xt ufu
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dimana 2/1jA  adalah matriks Jacobian yang dinilai pada  1
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j UU . Untuk persamaan 

Burgers yang berlaku uuf )('  diperoleh 
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E. Metode Volume Hingga MacCormack 

Metode MacCormack adalah variasi dari skema dua langkah Lax-Wendroff yang bentuknya 

lebih sederhana: 
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Sehingga untuk persamaan Burgers (1) dengan 
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F. Metode Volume Hingga Godunov 

Metode Godunov berbentuk 
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dengan fluks numerik F  didefinisikan oleh 
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Selanjutnya, metode-metode dalam bagian ini akan diuji unjuk kerjanya. 

 

III. HASIL SIMULASI 

Dalam bagian ini, hasil penyelesaian akan didiskusikan. Lebih lanjut, galat dan waktu 

komputasi direkam untuk mengamati unjuk kerja masing-masing metode yang diuji. 
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A.  Diskusi Hasil Penyelesaian  

Hasil simulasi penyelesaian numeris persamaan Burgers menggunakan program MATLAB. 

Akan diperlihatkan hasil simulasi dengan nilai awal ,)(
2))1(2(

0
 xexu domain ruang 

1010  x , dengan menggunakan nilai 01,0x  dan xt  5,0 . Kondisi batas ini 

adalah .0),10(),(;),10(),(  tutxututxu Kondisi awal persamaan Burgers sebelum 

menggunakan metode volume hingga ditunjukkan pada Gambar 1. Selanjutnya akan 
ditunjukkan gambar grafik dari hasil simulasi terakhir persamaan Burgers menggunakan metode 
volume hingga dalam Gambar 2-7. 

 

 

 

 
Gambar 1. Kondisi nilai awal persamaan Burgers 

 

 

 

 

 
Gambar 2. Solusi numeris persamaan Burgers 

inviscid menggunakan skema upwind non-
konservatif. 

 

 
Gambar 3. Solusi numeris persamaan Burgers 

inviscid menggunakan skema upwind konservatif. 
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Gambar 4. Solusi numeris persamaan Burgers 

inviscid menggunakan skema Lax-Friedrichs 

 
Gambar 5. Solusi numeris persamaan Burgers 
inviscid menggunakan skema Lax-Wendroff 

  

 
Gambar 6. Solusi numeris persamaan Burgers 

inviscid menggunakan skema MacCormack 
 

 
Gambar 7. Solusi numeris persamaan Burgers 

inviscid menggunakan skema Godunov 

 

 Diperhatikan Gambar 2-7. Terlihat bahwa semakin bertambahnya waktu, solusi akhir 
menggunakan metode volume hingga upwind non-konservatif, upwind konservatif, Lax-
Friedrichs, Lax-Wendroff, MacCormack, dan Godunov untuk persamaan Burgers, hasil 
simulasinya akan berjalan ke arah kanan atau condong ke depan. Dilihat Gambar 2 menjelaskan 
bahwa hasil simulasi diskontinu dan tidak berosilasi, sedangkan Gambar 3 terlihat hasil 
simulasinya bersifat diskontinu dan tidak ada osilasi. Pada  Gambar 4 dan 7 terlihat bahwa hasil 
simulasinya tidak terdapat osilasi, tetapi bersifat kontinu. Hasil simulasi pada Gambar 5 dan 6 
terdapat osilasi dan diskontinu. 

 

B.  Pengamatan Galat 

Diambil persamaan Burgers dengan kondisi awal 
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serta kondisi batas 1),0(),(  tutxu  dan .0),2(),(  tutxu  Solusi eksak masalah ini 

adalah 
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Di sini diambil domain ruang 20  x  dan domain waktu 20  t . Simulasi ini menggunakan 

nilai 01,0x  dan xt  5,0 .  

Dalam perhitungan galat penulis menggunakan galat rata-rata yang diperoleh dari rata-rata 

jumlahan semua nilai galat absolut di semua titik dari solusi numeris. Pengamatan galat dapat 

dilihat pada Gambar 8 sampai 13 dan Tabel 1. 

 

 

 

 

 
Gambar 8. Solusi skema upwind non-konservatif 

 
Gambar 9. Solusi skema upwind konservatif 

  

  

 
Gambar 10. Solusi skema Lax-Friedrichs 

 
Gambar 11. Solusi skema Lax-Wendroff 
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Gambar 12. Solusi skema MacCormack 

 

 
Gambar 13. Solusi skema Godunov 

 

 

 

 

 
TABEL I 

 GALAT DAN WAKTU KOMPUTASI PERSAMAAN BURGERS  

MENGGUNAKAN BEBERAPA METODE VOLUME HINGGA 

Metode Numeris Volume Hingga Rata-rata Galat Waktu (detik) 

Skema upwind non-konservatif 0.4975 6.818089 

Skema upwind konservatif 0.0024 6.696206 

Skema Lax-Friedrichs 0.0133 6.854580 

Skema Lax-Wendroff 0.0046 10.080987 

Skema MacCormack 0.0029 8.638803 

Skema Godunov 0.0024 9.752869 

 
 

Berdasarkan Gambar 8 sampai 13 dan Tabel 1, metode upwind non-konservatif gagal 

menyelesaikan persamaan Burgers. Kelima metode lainnya bisa menyelesaikan persamaan 

Burgers. Metode Lax-Wendroff dan MacCormack menghasilkan osilasi semu di sekitar titik 

diskontinu. Dari enam metode yang diuji, diperoleh bahwa metode upwind konservatif 

mempunyai unjuk kerja yang paling baik. 

 

 

 

IV. KESIMPULAN 

Unjuk kerja enam metode volume hingga telah diamati. Dalam menyelesaikan persamaan 

Burgers inviscid, metode volume hingga upwind konservatif mempunyai unjuk kerja yang lebih 

baik daripada metode volume hingga upwind non-konservatif, Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, 

MacCormack, dan Godunov. Metode volume hingga upwind konservatif menghasilkan galat 

yang kecil dengan waktu komputasi simulasi yang singkat. 
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